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\Lehre jemanden den t{Test und er wird f�ur einen Tag gl�ucklich sein;lehre jemanden die Regression und er wird f�ur eine Woche lang gl�ucklichsein; lehre jemanden Statistik und er wird sein ganzes Leben lang Prob-leme haben." (unbekannter Statistiker)In diesem Manuskript gibt es zwei verschiedene Einsch�ube: �Uberlegungen und�Ubungen. Die �Uberlegungen sollen dazu dienen, die Grundlagen gedanklich zuvertiefen und werden im Seminar diskutiert (14{15 Uhr). Die �Ubungen sollen Gele-genheit bieten, das Gelesene praktisch anzuwenden und k�onnen in den �Ubungengel�ost werden (15{16 Uhr).Ihr seid die dritten Generation von \Opfern" dieses Skriptes: weitere Hinweise aufDruckfehler, generelle Kritik und Anregungen werden gerne entgegen genommen.1



1 Nicht{parametrische Methoden,was ist, was macht ein Test?1.1 Ein einfaches BeispielAnhand eines einfachen Beispiels soll in diesem ersten Kapitel erarbeitet werden, was ein statis-tischer Test macht und welche Schritte gemacht werden m�ussen, um ein statistisches Resultatzu erhalten. Ein einfacher Fall f�ur einen statistischen Vergleich ist der Zweistichprobenfall, beidem man zwei Gruppen miteinander vergleichen m�ochte.Bereits hier gibt es zwei verschiedene M�oglichkeiten: Nehmen wir an, wir wollen heraus-�nden, ob Vogelm�utter einer bestimmten Art in ihrem zweiten Brutjahr kompetenter werdenund deshalb ihre Jungen im zweiten Jahr mit einer h�oheren Rate f�uttern. Vorausgesetzt wirerkennen das Alter am Habitus (z. B. an der Ge�ederf�arbung), k�onnen wir im gleichen Jahrein- und zweij�ahrige Weibchen vergleichen. Da ein Individuum nur in einer Gruppe vorkommtspricht man von sogennant ungepaarten (oder auch \unabh�angigen") Gruppen. Wir k�onnenauch mehrere einj�ahrige Tiere beobachten und diese Beoabachtungen im naechsten Jahr wieder-holen. Wir vergleichen dann dieselben Tiere im Alter von ein und zwei Jahren, was einensogenannt gepaarten (oder auch \abh�angigen") Test notwendig macht. Dieses zweite �ktiveBeispiel wollen wir uns nun ein wenig genauer ansehen.�Uberlegung 1.1 Welche Resultate sind hier wohl verl�asslicher, die eines gepaarten oder einesungepaarten Testes? Welche St�orvariablen gibt es? Wie w�urden idealerweise Daten aufgenom-men, um diese Frage zu beantworten?�Uberlegung 1.2 Wieso stehen wohl \abh�angig" und \unabh�angig" in Anf�uhrungsstrichen?1.1.1 ComputereingabeNehmenwir an, dass wir 10 Weibchen, die wir im ersten Jahr beobachtet haben, auch im zweitenJahr noch �nden und wir beobachten, mit welcher Rate (Beutest�ucke pro Minute) sie Futtereintragen. Die Messungen unserer Zielvariablen, der Eintrag{Rate f�ur das erste Jahr sind 0.30,0.56, 0.80, 0.95, 1.35, 1.98, 0.75, 0.63, 0.77, 0.82 und f�ur das zweite 0.33, 0.62, 1.22, 1.02, 1.45,1.94, 0.88, 0.58, 0.98, 1.13. Insbesondere bei komplizierteren Modellen werden in den meistenProgrammen alle Werte einer Zielvariable untereinander in eine Kolonne geschrieben. In denfolgenden Kolonnen tr�agt man dann die Werte f�ur die erkl�arenden Variablen ein. In unseremBeispiel w�are das eine Kolonne mit zwei Eintr�agen f�ur die beiden Beobachtungsjahre, rsp.Altersstufen und eine Kolonne mit Bezeichnungen f�ur die Individuen. Bei einfachen gepaartenTest werden h�au�g auch die zusammengeh�orenden Werte in die gleiche Zeile zweier Kolonnengeschrieben, wie in Tabelle 1, in der auch noch weitere Gr�ossen aufgelistet sind, die wir sp�aterbrauchen.1.1.2 VisualisierungDer erste und sehr wichtige Schritt jeder statistischen Auswertung sollte eine genaue (graphi-sche) Betrachtung der Daten sein. Dies hat verschiedene Zwecke: Man lernt die Struktur derDaten kennen (z. B. was die unabh�angigen Replikate sind), was einem hilft, die n�otige Statistikauszuw�ahlen und plausibel zu interpretieren. Auch k�onnen Resultate, bei denen etwas schiefgelaufen ist, eventuell erkannt werden. Fehlerhafte Werte, Ausreisser und schiefe Verteilungenk�onnen ebenfalls fr�uh erkannt werden (dies ist insbesondere bei den parametrischen Statistiken2



Tabelle 1: Beispiel: Rohdaten f�ur einen einfachen gepaarten Test und einige davon abgeleiteteGr�ossen 1. Jahr 2. Jahr Di�erenz R�ange Vorzeichen0.30 0.33 0.03 1 +0.56 0.62 0.06 4 +0.80 1.22 0.42 10 +0.95 1.02 0.07 5 +1.35 1.45 0.10 6 +1.98 1.94 0.04 2 {0.75 0.88 0.13 7 +0.63 0.58 0.05 3 {0.77 0.98 0.21 8 +0.82 1.13 0.31 9 +
0.
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1 2Abbildung 1: Eintrag{Rate versus Alter der Vogelweibchen dargestellt als Boxplot (links) undals eine Liniengraphik (rechts). 3



wichtig). Ausserdem wird in einem Bericht oder einem Artikel ein statistisches Resultat viel�uberzeugender sein, wenn man eine intuitive Graphik dazu zeigen kann.Eine sehr kompakte Darstellung von kategoriellen Daten erlauben die Boxplots, die denMedian, das untere und obere Quartil und die Extremwerte darstellen und damit einen gutenEindruck der gesamten Verteilung ergeben (Abb. 1, links). Im Gegensatz zu einer Darstel-lung von Mittelwert und Standardabweichung impliziert der Boxplot auch keine vorgegebene(Normal{)verteilung. In unserem Beispiel ist der Boxplot nicht sehr eindr�ucklich, da der Unter-schied zwischen den beiden Gruppen sehr klein aussieht. Wenn wir aber die Struktur unsererDatenaufnahme auch in der Graphik ben�utzen, sehen wir, dass beinahe alle Weibchen ihreF�utterungsrate im zweiten Jahr gesteigert haben (Abb. 1, rechts).1.2 Statistisches TestenEin statistischer Test ist immer ein Widerspruchstest, d. h. einer Nullhypothese wird eine Alter-nativhypothese gegen�ubergestellt und man will zeigen, dass die Nullhypothese bei gegebenenDaten sehr unwahrscheinlich ist. Dies bedeutet, dass wir nur eine Nullhypothese verwerfenk�onnen, nicht jedoch eine Null{ oder Alternativhypothese beweisen. Die Nullhypothese in un-serem Beispiel lautet, dass sich die Eintragrate im zweiten Jahr nicht von derjenigen im erstenunterscheidet.Wir m�ochten also aus unseren Daten eine Gr�osse ableiten, eine sogenannte \Teststatistik".F�ur diese Teststatistik m�ussen wir die Verteilung unter der Nullhypothese heraus�nden, d. h.welche Werte der Teststatisik h�au�g zu erwarten sind und welche selten. Auf Grund dieserErwartung berechnen wir eine Wahrscheinlichkeit f�ur unser gefundenes Resultat. Ist dieseWahrscheinlichkeit klein (�ublicherweise kleiner als 0.05), sagt man, dass die Teststatik im Ver-werfungsbereich der Nullhypothese liegt, und man spricht von einem statistisch signi�kantenErgebnis. Wir k�onnen den Verwerfungsbereich auch als Fl�ache unter der Kurve darstellen,die durch die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Teststatitik gegeben ist (Abb. 2, oben). DieseFl�ache macht bei einem Test auf dem Niveau 5% auch genau 5% der Fl�ache unter der Kurveaus. Wie das konkret vor sich geht, werden wir gleich an einigen Beispielen erarbeiten.Zweiseitige Tests schauen, ob die Teststatisik unter den 5% der extremsten Werte der Test-statisik liegt unabh�angig davon, auf welcher Seite der Verteilung diese Extreme liegen. Einseit-ige Tests ber�ucksichtigen 5% der Werte auf nur einer Seite der Verteilung und verdoppeln damitden Verwerfungsbereich auf dieser Seite. Trotzdem gibt es die Konvention, dass bei einseitigerHypothese ein einseitiger Test gemacht werden darf. Es gibt dazu aber keine mathematisch{statistische Begr�undung (Abb. 2, oben).1.2.1 Fehlerarten, MachtVergleichen wir zwei Gruppen, kann ein realer Unterschied bestehen oder nicht. Unsere Test-statistik best�atigt diesen Unterschied oder nicht:Gibt es einen realen Unterschied?ja neindie Statistik ist signi�kant ok �die Statistik ist nicht-signi�kant � okIn zwei F�allen sind wir zufrieden: Wenn es keinen Unterschied gibt und wir auch keinen ge-funden haben und wenn es einen Unterschied gibt und wir ihn gefunden haben. In den anderenbeiden F�allen machen wir einen Fehler. Wir machen einen Fehler 1. Art mit Wahrscheinlichkeit�, d. h. mit dieser Wahrscheinlichkeit verwerfen wir eine Nullhypothese, obwohl sie richtig war.4
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MachtAbbildung 2: oben: Ablehnungsbereiche bei ein{ und zweiseitigem Test, unten: Fehler 1. und2. Art und die Macht unter der Verteilung der Teststatistik gem�ass unserer Nullhypothese (H0)und unserer Alternativhypothese (H1) und gegebenem � = 0:05.Diese Gr�osse kennen wir als Irrtumswahrscheinlichkeit, die im Allgemeinen m�oglichst klein seinsoll. Wir k�onnen aber mit Wahrscheinlichkeit � auch ein nicht{signi�kantes Resultat erhalten,obwohl eigentlich ein Unterschied vorhanden ist. Mit Macht bezeichnen wir die Gr�osse 1 � �,die Wahrscheinlichkeit einen Unterschied zu �nden, wenn er vorhanden ist. � l�asst sich auchals die Wahrscheinlichkeit der Teststatistik unter der Alternativhypothese ausdr�ucken (Veran-schaulichung in Abb. 2, unten).�Uberlegung 1.3 Welche Information(en) braucht man, um die Macht ausrechnen zu k�onnen.Wieso wird das wohl so selten gemacht?1.3 t{TestF�ur die Berechnung des t{Testes vgl. n�achstes Kapitel. Beachtet, dass es verschiedene t{Tests gibt f�ur gepaarte und ungepaarte Situationen und f�ur Gruppen mit gleicher oder unter-schiedlicher Varianz.Der t{Test ist ein einfacher Test, der gut geeignet ist, die Berechnung einer Testgr�ossevorzuf�uhren. Er ist in der Praxis aber nie zu empfehlen, da er annimmt, dass die Dateninnerhalb der Gruppen normalverteilt sind. Alternativ k�onnen wir nicht{parametrische Testsbenutzen (siehe unten), die nur eine ungef�ahr symmetrische Verteilung verlangen. Diese Testssind etwas weniger e�zient als der t{Test, wenn normalverteilte Daten vorliegen, d. h. sie �ndeneinen Unterschied nicht ganz so gut. Sie sind aber viel e�zienter bei nicht-normalverteiltenDaten. Zum Problem der Absch�atzung, ob Daten normalverteilt sind oder nicht, vgl. Kapitel�uber die Residuenanalyse (Regression). 5



1.4 VorzeichentestBeim Vorzeichen{ oder Binomialtest betrachten wir nur das Vorzeichen der Di�erenz unserergepaarten Werte. Im Beispiel sind dies acht plus und zwei minus (vgl. Tabelle 1). Die Nullhy-pothese besagt, dass bei jeder Di�erenz plus und minus zuf�allig mit gleicher Wahrscheinlichkeitzu �nden sind (p = q = 0:5). Wir m�ussen berechnen, wie gross die Wahrscheinlichkeit desgefundenen Resultates unter Annahme der Nullhypothese ist. Dazu ben�utzen wir die Binomi-alverteilung:P [beobachtete + extremere Anzahlen] = P [0, 1, 2, 8, 9 oder 10 mal ein +]= 2 � P [0, 1 oder 2 mal ein +]= 2 � " 100 ! 0:510 +  101 ! 0:510 +  102 ! 0:510#= 2 � [1 � 0:510 + 10 � 0:510 + 45 � 0:510]= 0:11Da sowohl plus und minus mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von 0.5 auftreten, konntenwir uns in der obigen Rechnung auf eine Seite konzentrieren und die resultierende Wahrschein-lichkeit mit zwei multiplizieren (2. Zeile). Das Resultat bedeutet, dass dem Vorzeichentestzufolge auf einem Niveau von 5% kein signi�kanter Unterschied besteht (da 0:11 > 0:05). Diesist das Resultat des zweiseitigen Testes. Bei p = q = 0:5 k�onnen wir das einseitige Resultaterhalten, indem wir unser Ergebis wieder durch zwei teilen. Der Unterschied zwischen denbeiden Jahren ist noch immer nicht signi�kant, aber sehr knapp (p = 0:055, zu einseitigemTeste siehe auch weiter oben).1.5 RandomisierungstestIrgendwie ist es ja schade, dass wir unser Wissen �uber die Gr�osse der Di�erenzen nicht ber�uck-sichtigen konnten. Das wollen wir mit einem Randomisierungstest tun, aber trotzdem nichteine gegebene (Normal{)Verteilung f�ur die Di�erenzen annehmen, wie das der t{Test macht.Wir wollen uns sozusagen die Verteilung einer Teststatistik aus den Daten geben lassen. Diesgeht nat�urlich nur { und das ist eine grosse Einschr�ankung der Randomisierungsteste { wenndie Daten tats�achlich eine gute Stichprobe aus der wahren Verteilung sind, d. h. diese gutbeschreiben.Wie beim Binomialtest sagen wir uns f�ur die Nullhypothese, dass es Zufall ist, ob wir einpositives oder negatives Vorzeichen der Di�erenz erhalten. Die Nullhypothese besagt also, dasswir bei jeder Di�erenz sowohl ein positives als auch ein negatives Vorzeichen �nden k�onnten.Dies ergibt 2N = 210 = 1024 M�oglichkeiten. F�ur die Teststatistik berechnen wir jeweils dieSumme der Di�erenzen mit positivem und die Summe der Di�erenzen mit negativem Vorzei-chen; im Beispiel 0.09 f�ur die negativen und 1.33 f�ur die positiven Di�erenzen (Tabelle 1). AlsTeststatistik benutzen wir den kleineren der beiden Werte. Die Verteilung dieser Werte sehenwir in Abb. 3 (links) mit dem beobachteten Wert. Wir �nden insgesamt 18 F�alle, deren Test-statistik kleiner oder gleich derjenigen aus unserem Beispiel sind (� 0:09). D. h., dass unsereIrrtumswahrscheinlichkeit 18=1024 = 0:017 betr�agt. Hier �nden wir also einen signi�kantenUnterschied zwischen den Jahren. Dies ist leicht einzusehen, denn die positiven Unterschiedesind viel gr�osser als die negativen (vgl. Tabelle 1).Solche Randomisierungstests k�onnen auch auf die Situation von ungepaarten Stichprobenmit unterschiedlichen Stichprobenumf�angen in den beiden Gruppen und auf noch kompiziertere6
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Abbildung 3: Verteilung der Teststatistik f�ur den Randomisierungs (links) und den WilcoxonTest (rechts). Die vertikale Linie zeigt den beobachteten Wert an.F�alle wie ANOVA und Regression �ubertragen werden. Wichtig dabei ist, m�oglichst viel vonder Struktur des Problems im Test beizubehalten. Die komplizierteren solchen Methoden sindh�au�g unter den Namen \bootstrap" und \jacknife" zu �nden.�Uberlegung 1.4 Siehst Du was solche Randomisierungstest sehr beliebt macht? Kannst DuDir vorstellen, was an ihnen problematisch ist?1.6 RangtestBeimRangtest wird genau das Gleiche gemacht wie beim Randomisierungstest, ausser, dass dieDi�erenzen zuerst rangiert werden (vgl. Tabelle 1), bevor die Rangsummen f�ur das positive unddas negative Vorzeichen berechnet werden. Auch hier gibt es 1024 M�oglichkeiten und wir �nden20 F�alle, die gleich oder extremer sind als unsere Beobachtung. Unsere Irrtumswahrscheinlich-keit ist dann 20=1024 = 0:019, also immer noch signi�kant, aber nicht mehr ganz so stark, wiebeim Randomisierungstest. Dies ist so, weil der Rangtest die extrem grossen Di�erenzen nichtso stark gewichtet, da er nur mit deren R�angen arbeitet.ImVergleich zum Randomisierungstest m�ussen wir bei den Rangtests nicht mehr annehmen,dass die Beobachtungen die wahre Verteilung der Daten sehr gut wiederspiegelt. Nur dieAbfolge der Daten (ihre R�ange) m�ussen richtig sein. Die Rangtests haben auch noch einenpraktischen Vorteil: Die Verteilung der Teststatistik ist f�ur ein gegebenes N nicht mehr vonden Daten abh�angig. Das erm�oglicht es, kritische Testgr�ossen f�ur ein gegebenes N einfach zutabellieren.1.7 Zusammenstellung der RangtestsWie beim t{Test erw�ahnt, ist die E�zienz der Rangtests fast ebenso gross wie bei ihren pa-rametrischen Ebenbildern. Wenn also ein statistisches Problem ansteht, das von der Struktur7



Tabelle 2: Die g�angigen RangtestsRANGTESTS Param.(nicht-parametrisch, resampling) Modelle2 Gruppen > 2 Gruppen \einseitig" (Beispiele)(Trend)ungepaart Mann- Kruskal- Jonkheere t-Test,Whitney-U Wallis ANOVA,gepaart Wilcoxon Friedman Page RegressionZus'hang Spearman, partielle | Pearson,Kendall Korrelation Regressionher von den Rangtests gel�ost werden kann, gibt es keinen Grund, sich mit den Annahmen derparametrischen Tests \herumzuschlagen" (vgl. sp�atere Kapitel dieses Kurses). Die g�angigenRangtests und ihre Anwendung �nden sich in Tabelle 2.�Uberlegung 1.5 Versuche Dir einige Probleme vorzustellen, bei denen die Struktur der nicht{parametrischen Rangtests nicht gen�ugend ist.Bei Vergleichen zwischen mehr als 2 Gruppen (die Situation des Friedman{ oder Kruskal{Wallis{Testes) ist man meist daran interessiert zu wissen, zwischen welchen Einzelgruppen esUnterschiede gibt. Dies ist ein Problem des multiplen Testens (vgl. �Ubung 1.2): Dazu sollteman immer einen spezialisierten Test ben�utzen oder aber zuerst �uber alle Gruppen vergleichen.Das zweitere kl�art ab, ob es zwischen irgendwelchen Gruppen einen signi�kanten Unterschiedgibt. Die paarweisen Einzelvergleiche zwischen allen Gruppen dienen nur noch als qualitativesWerkzeug um herauszuarbeiten, wo die Signi�kanz �uber alle Gruppen herr�uhrt.Generell wird auch (zu) oft der �2{Test gebraucht. Dieser ist aber sehr anf�allig darauf, obdie Z�ahldaten unabh�angig sind voneinander. Man �ndet meist eine Alternative, wenn man sich�uberlegt, was denn die eigentlichen Beobachtungseinheiten waren (z. B. Individuen).1.8 LiteraturhinweiseEine breite, allgemeine und gut verst�andliche Einf�uhrung �ndet sich in Stahel (1995). Eine�Ubersicht der g�angigsten Methoden mit Berechnungshinweisen �ndet sich in Siegel (1987),ausf�uhrlichere Methoden werden in Bortz et al. (1990), Siegel and Castellan (1988) und Zar(1984) beschrieben. Tufte (1999) macht sich ausserordentlich gute Gedanken zu graphischenDarstellungen.
8



1.9 �Ubungen�Ubung 1.1 a. In der nachfolgenden Figur sollten die Verteilungen je einer Teststatistikunter der Nullhypothese und der Verwerfungsbereich V zum 5%{Niveau eingezeichnet sein.Welche Figur(en) k�onnte(n) richtig sein?
(i) (ii) (iii)

V V Vb. In der n�achsten Figur sind der Verwerfungsbereich eines Testes und die Verteilung der-selben Teststatistik unter 2 Alternativen eingezeichnet.� Ist die Macht unter der Alternative 1 etwa 30%, 50% oder 80%?� Ist die Macht unter der Alternative 2 etwa 30%, 50% oder 80%?
Verwerfung Annahme Verwerfung

Alternative 1 Alternative 2c. Wie �andert sich die Macht unter einer festen Alternative, wenn man das Niveau verklei-nert?�Ubung 1.2 Bei der Zusammenfassung der Rangtests wurde das multiple Testen erw�ahnt. Be-rechne wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, dass man in 20 unabh�angigen (!) Tests zuf�alliger-weise ein oder mehrere signi�kante Resultate �ndet (bei einer vorgegebenen Irrtumswahrschein-lichkeit von 0.05).�Ubung 1.3 Stell Dir vor ein Kollege von Dir untersucht aggressives Verhalten bei weiblichenSchimpansen. Er beobachtet eine Gruppe in Gefangenschaft und z�ahlt f�ur die folgenden dreiSituationen, wie oft eines von 10 Fokustieren innerhalb einer halben Minute aggressiv reagiert:wenn mindestens ein anderes adultes Weibchen (und ev. M�annchen) n�aher als 2 m ist, wennmindestens ein adultes M�annchen (aber kein Weibchen) n�aher als 2 m ist und wenn sich imUmkreis von 2 m nur Jungtiere aufhalten. Die Annahme ist, dass das Aggressionspotential indieser Reihenfolge der Situationen abnimmt. 9



Der Kollege hat nun die Daten so zusammengestellt, dass er �uber alle Weibchen summiertund nun weiss, wie oft diese Situationen vorkamen und wie oft aggressiv reagiert wurde (eine2 x 3 Tabelle). Er m�ochte nun einen �2{Test machen, um zu sehen, ob sich die aggressivenReaktionen nach der Beobachtungsh�au�gkeit aufteilen, oder ob sich die Situationen bzgl. ihresAggressionspotentials unterscheiden. Was sagst/r�atst Du ihm?�Ubung 1.4 Johnny Cool ist Bodybuilder. Er kauft sich deswegen eine B�uchse Eiweisspr�aparat,das in 80% aller F�alle die Muskelmasse erh�oht. Dummerweise kann er (wegen seiner Hyper-dark{Filtration{Sonnenbrille) diese B�uchse nicht mehr von seiner Ovomaltinenb�uchse (erh�ohtin 30% aller F�alle die Muskelmasse) unterscheiden. Er w�ahlt deshalb willk�urlich eine B�uchseund testet die Hypothese, dass er das Eiweisspr�aparat erwischt hat.Der Test sieht folgendermassen aus: Er f�uttert seine 10 Hamster mit dem Inhalt der aus-gew�ahlten B�uchse. Falls weniger als 6 von ihnen an Gewicht zunehmen, verwirft er seineHypothese.Welche Fehlentscheidungen sind m�oglich? Beschreibe in Worten. Berechne die Wahrschein-lichkeit der verschiedenen Fehlentscheidungen. Wie gross ist die Macht dieses Tests?
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2 Spezielle Regression2.1 VorbemerkungenIn den n�achsten vier Kapiteln lernen wir Erweiterungen der Regression in verschiedenste Rich-tungen kennen. Viele der Konzepte und Ideen liessen sich auch auf andere Analysemethoden�ubertragen, sind dort aber (noch) nicht ausgearbeitet und auch die hier vorgestellten Ans�atzesind teilweise nur in spezialisierten Programmen implementiert. Zumindest drei dieser Verall-gemeinerungen k�onnen aber auch in der Biologie sehr wichtig sein!2.1.1 Verallgemeinerung I:Ausreisser und/oder langschw�anzige VerteilungenOft gibt es die Situation, dass wir Daten erheben, die nicht exakt normalverteilt sind. Ent-weder treten eine Reihe von Ausreissern auf oder wir haben Verteilungen, die mehr Daten inden Enden der Schw�anze aufweisen als eine Normalverteilung. In einer normalen Regressionhaben solche extremen Werte einen grossen Ein
uss auf die Sch�atzung z. B. einer Steigung.Wir m�ochten nun eine Methode �nden, die es uns erlaubt, trotz einer solch \verunreinigten"Normalverteilung eine gute Sch�atzung f�ur (Regressions{)parameter zu �nden. Gleichzeitig wirdes uns diese Methode, die sogenannte \robuste Regression", auch erlauben, Ausreisser einfacherzu identi�zieren.2.1.2 Verallgemeinerung II:Nicht{parametrische Kurvensch�atzungBei den meisten statistischen Methoden sind wir darauf beschr�ankt, dass wir Kurven als Line-arkombination unserer Variablen darstellen (also als eine mit Parametern gewichtete Summe).Insbesondere dann, wenn die Daten nicht genau einer Geraden folgen (vielleicht sogar irgend-einer wilden Schlangenlinie), m�ochte man nicht von vornherein die Einschr�ankung eines pa-rametrischen Modells auf sich nehmen. Verschiedene Methoden der \nicht{parametrischenRegression" erm�oglichen es, einen Kurvenverlauf sozusagen von den Daten zeichnen zu lassen.Die Form der Kurve ist dann nicht eingeschr�ankt und wir k�onnen Kurven �nden, die besser zuden Daten passen. Dies erm�oglicht es auch, bessere parametrische Beschreibungen einer Kurvezu �nden. D. h. dass die Methoden vor allem dann wertvoll sind, wenn man (noch) keine guteVorahnung hat, wie eine Kurve aussehen wird und ein einfaches lineares Modell nicht passt.2.1.3 Verallgemeinerung III:Nicht{normalverteilte DatenBei der Regression konnten wir mit stetigen oder kategoriellen erkl�arenden Variablen eine stetigeZielvariable beschreiben, die normalverteilt ist (sprich: deren Abweichungen von einer idealenGeraden normalverteilt sind). Wir waren also recht 
exibel, was die erkl�arenden Variablenangeht, aber ziemlich eingeschr�ankt, was die Zielvariable angeht.Es gibt nun eine Familie von Erweiterungen, \Verallgemeinerte lineare Modelle" (Genera-lized linear Models), die andere Verteilungen der Zielvariable zulassen und die die bisherigeRegression als Spezialfall umfassen. Die wichtigsten Gruppen von Modellen, von denen wireines genauer betrachten werden sind:Poisson{Regression. Hier sind die Zielvariablen Z�ahldaten, k�onnen also alle ganzzahligenWerte gr�osser gleich Null annehmen. Wir haben bisher schon solche Daten statistisch be-handelt und �ublicherweise zuerst wurzeltransformiert. Die Poisson{Regression ist aber das12



korrektere Modell, da es davon ausgeht, dass die Daten einer f�ur Z�ahldaten \nat�urlichen"Poisson{Verteilung folgen.Logistische Regression. Diese k�onnte man als eine Verallgemeinerung der Diskriminanzana-lyse betrachten. Die Zielvariable ist auch bin�ar (0 oder 1), wir k�onnen aber im Gegensatzzur Diskriminanzanalyse auch Interaktionen von erkl�arenden Variablen ber�ucksichtigen.Diese Methode werden wir noch eingehender betrachten.Kumulative Logits. Eine Erweiterung der logistischen Regression: Die Zielvariable ist nichtmehr bin�ar, sondern kategoriell, mit mehr als zwei Stufen, die in eine logische Folge ge-bracht werden k�onnen. Wir k�onnen also untersuchen, ob gewisse erkl�arende Variablendazu f�uhren, dass wir mit gr�osserer Wahrscheinlichkeit eine h�ohere Kategorie �nden.Vorstellbar w�are z. B. die Rangklasse von Primaten (tief{, mittel{, hochrangig) miterkl�arenden Variablen, wie Familienzugeh�origkeit, Erfolge in aggressiven Auseinander-setzungen, etc. zu modellieren.Kategoriellle Daten. Bei den kategoriellen Daten gibt es eigentlich keine eindeutige Zielvari-able mehr. Es geht hier darum zu schauen, ob die Anzahl von Merkmalskombinationenvon den Merkmalsstufen abh�angig ist. Meist analysiert man hochdimensionale Kontin-genztafeln (d. h. der Test ist sozusagen ein �2{Test bei dem man mehr als zwei Variablengleichzeitig ber�ucksichtigen kann).2.1.4 Verallgemeinerung IV:Nicht{lineare ModelleDie letze Verallgemeinerung ist eine weitere M�oglichkeit, den Einschr�ankungen der linearen Mo-delle auszuweichen. Hier werden beliebige Funktionen der erkl�arenden Variablen als Beschrei-bung der Zielvariablen zugelassen.

13
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Abbildung 4: Ein
uss eines ver�anderlichen Wertes X auf die Lagesch�atzung einer Stichprobe.2.2 Robuste RegressionDie robuste Regression soll uns helfen, mit Daten zu arbeiten, deren Verteilung nicht genaueiner Normalverteilung entspricht, in der also entweder lange Schw�anze oder einige Ausreisservorkommen. Trotzdem m�ochten wir Regressions{Parameter sch�atzen, die nicht allzusehr vondiesen (wenigen) extremen Werten beein
usst werden.Die klassische Regression erzielt die optimale Sch�atzung der Parameter, wenn die Datenexakt normalverteilt sind. Dies ist nicht unbedingt gen�ahert optimal f�ur beobachtete Verteilun-gen in der N�ahe der Normalverteilung. Robuste Sch�atzer sind unter exakter Normalverteilungnur gen�ahert optimal, aber sie verhalten sich in der Umgebung der vorgesehenen Verteilungimmer noch gut.Leider sind robuste (Regressions{)Methoden in denmeisten Programmpaketen noch schlechtoder gar nicht implementiert. Dies obwohl kontaminierte Beobachtungen meist zu erwartensind! Das heisst, dass es eigentlich vorzuziehen w�are, standardm�assig mit robusten Methodenzu arbeiten, gleich wie es empfehlenswert ist, mit Rangtests zu arbeiten, wenn das Problem mitihnen gel�ost werden kann. Hier sollen zwei wichtige Begri�e im Zusammenhang mit Robustheiteingef�uhrt und einige Methoden der Regression vorgestellt werden.2.2.1 Was heisst Robustheit? Begri�eEin
ussfunktion (in
uence function). Die Ein
ussfunktion sagt uns, inwiefern die Ver-�anderung eines (oder mehrerer) Werte in unserer Stichprobe zu einer Ver�anderung unsererSch�atzung eines Parameters f�uhrt.Wir wollen dies an einem ganz einfachen Beispiel betrachten: Wir m�ochten die Lage einerStichprobe sch�atzen (das heisst die typische Gr�osse eines Messwertes in der Stichprobe). AlsDaten nehmen wir eine Stichprobe von 50 normalverteilten Zahlen (mit Mittelwert 0 und Var-ianz 1). Wir betrachten nun, wie sich verschiedene Lagemasse ver�andern, wenn wir eine dieserZahlen, X, beliebig ver�andern (Abb. 4). Als Lagemasse betrachten wir das gew�ohnliche arith-14
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Abbildung 5: Ein
uss zweier ver�anderlicher Wertes X1 und X2 auf die Lagesch�atzung einerStichprobe.metische Mittel, den Median, das 10%{gestutzte Mittel und eine Verwerfungsregel f�ur Aus-reisser (z. B.: jxi � �Xj=S > 2:18, wobei �X das arithmetische Mittel und S die Standardabwei-chung ist).�Uberlegung 2.1 Versuche den Verlauf der vier Geraden in Abb. 4 (mindestens im Groben)zu verstehen.Wir sehen, dass alle Lagesch�atzungen ausser dem arithmetischen Mittel \beschr�ankt" sind,d. h. wenn wir X ver�andern w�achst oder sinkt die Ein
ussfunktion nicht ins Unendliche. Da-raus l�asst sich eine \empirische Ein
ussfunktion" de�nieren: Die Abh�angigkeit eines Sch�atzersvon einem (fraglichen) Wert in einer Form, die unabh�angig von der Stichprobengr�osse ist.Als \Ein
ussfunktion" bezeichnet man dann diese Abh�angigkeit mit einer \unendlich grossen"Stichprobe.Bei Sch�atzern mit beschr�ankter Ein
ussfunktion k�onnen (nicht zu viele) Ausreisser denSch�atzwert nur begrenzt beein
ussen, wie wir im Beispiel gesehen haben. Robustheitseigen-schaften eines Sch�atzers lassen sich durch die Sensitivit�at (das Maximum der Ein
ussfunktion)beschreiben. Meist ist jedoch nur von Interesse, ob die Funktion begrenzt ist.Bruchpunkt (breakdown point). Ein weiteres Mass f�ur die Robustheit ist der Anteil einerStichprobe, der einen Extremwert annehmen muss bis die Robustheit zusammenf�allt. Bei einerStichprobe von 10 Werten gen�ugen nur 2 Ausreisser, um die relativ robusten Methoden des10%{gestutzten Mittels und der Verwerfungsregel f�ur Ausreisser zusammenbrechen zu lassen(Abb. 5).�Uberlegung 2.2 Versuche den Verlauf der vier Ebenen in Abb. 5 (mindestens im Groben) zuverstehen. 15



Wir k�onnen uns hier nat�urlich sofort fragen, ob es denn nicht eine robustere Sch�atzung derStreuung einer Stichprobe und damit eine bessere Verwerfungsregel gibt. Tats�achlich kann dieStreuung mit der Median Absolute Deviation (MAD) gesch�atzt werden:MAD(X) = med(Xi �med(X))=0:6745Das heisst wir berechnen von jedem Wert der Stichprobe die Abweichung zum Median derStichprobe und nehmen dann den Median dieser Abweichungen. Schlussendlich teilen wir durch0.6745, damit wir den gleichen Wert erhalten wie bei der normalen Streuung falls die Datennormalverteilt sind. Eine bessere Verwerfungsregel ist:(Xi �med(X))=MAD(X) > 2:18Der Bruchpunkt wird generell als maximaler Anteil der Beobachtungen de�niert, die ver�an-dert werden k�onnen, w�ahrend die Sch�atzung beschr�ankt bleibt (\die Sch�atzung nicht zusam-menbricht"). Dieser Anteil ist < 0:5.�Uberlegung 2.3 Wir haben den Median in unseren Beispielen als eine sehr robuste Lagesch�at-zung erkennen k�onnen. Der Bruchpunkt des Medians liegt denn auch beim maximal m�oglichenWert von 0.5; versuche dies nachzuvollziehen.Die meisten Rangtests sind im Prinzip Tests zum Vergleich von Medianen und damitausserordentlich robust: ein weiterer Grund sie dort, wo m�oglich, zu ben�utzen.2.2.2 Robuste RegressionAlle Lokationssch�atzungen im vorherigen Abschnitt k�onnen als gewichtetes Mittel verstandenwerden. Z. B. sind die Gewichte beim 10%{gestutzen Mittel f�ur 10% der extremsten Werte aufbeiden Seiten der Verteilung gleich null und alle anderen gleich eins. Kommen diese Gewichtevon einer beschr�ankten Funktion, also einer Funktion mit irgendeiner Form, �ahnlich wie diedrei beschr�ankten Ein
ussfunktionen in Abb 4, dann haben wir eine robuste Methode vor uns.Robuste Regressions{Methoden erlauben es, Ausreisser einfach aufzusp�uren oder diese beiInteresse an den Parametersch�atzungen zu vernachl�assigen, da sie einen geringen Ein
uss aufdie Sch�atzung haben. Aber meist lohnt es sich, Ausreisser genauer zu betrachten, da dieseinteressante Abweichungen sein k�onnen, die uns ein Problem viel besser verstehen lassen.In zweidimensionalen Problemen, d. h. in Situationen, in denen wir eine erkl�arende Vari-able haben, die eine Zielvariable beschreiben soll, sieht man sehr leicht, ob es Ausreisser inder Stichprobe hat und welchen Ein
uss diese haben werden (Abb. 6). Ausreisser sind aberinsbesondere in hochdimensionalen Problemen, d. h. in solchen, in denen viele erkl�arende Vari-ablen eine Zielvariable beschreiben sollen, schwierig zu erkennen.Es gibt vier Haupttypen von robusten Regressionen, deren Eigenschaften in Tabelle 3 aufge-listet sind. Tabelle 3: Vier Verfahren der robusten RegressionM{Sch�atzer BIF{Sch�atzer S{Sch�atzer MM{Sch�atzerBruchpunkt klein klein hoch hochHebelpunkte problematisch ok ok okE�zienz hoch hoch gering hochBerechnung schnell schnell aufwendig aufwendig16
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MM-SchaetzerAbbildung 6: Leistung der robusten Regression bei normalverteilten Daten (oben links), beieinem Ausreisser (oben rechts) und bei einem Ausreisser mit grossem Hebelarm (unten links).M-Sch�atzer (BIR). Die Regressions{M{Sch�atzung (auch Huber{Sch�atzer oder BIR: boun-ded in
uence of residuals) kann als gewichtete Kleinste{Quadrate{Sch�atzung verstanden wer-den, wobei die Gewichte von einer beschr�ankten Funktion kommen. Es werden nicht dieQuadrate der Residuen, sondern die Summe einer anderen Funktion der Residuen minimiert.Diese robuste Regression ist sehr e�zient und relativ einfach, hat aber Probleme, eine Geraderichtig zu sch�atzen, wenn wir es mit Hebelpunkten zu tun haben. Hebelpunkte sind solche,die weit vom Zentrum der restlichen Punkte weg liegen und daher einen grossen Ein
uss aufdie Sch�atzung der Geradenparameter haben k�onnen (Abb. 6, linke Seite). Um dem Abhilfe zuscha�en wurden andere Methoden entwickelt:BIF M-Sch�atzer. Bei den sogennannten BIF Sch�atzern (bounding the (total) in
uence func-tion) haben wir keine Probleme mehr mit den Hebelpunkten, da sie heruntergewichtet werden,wenn sie ein grosses Residuum aufweisen. Der grosse Nachteil bei dieser Methode liegt darin,dass der Bruchpunkt noch sehr klein ist. Er betr�agt 1=(Anzahl zu sch�atzender Parameter),liegt also bei z. B. 7 Parametern schon unter 15%.S{Sch�atzer, LMS. In den LMS{Sch�atzungen (least median of squares estimator) wird nichtmehr die Summe einer Funktion der Residuen, sondern z. B. der Median der Quadrate derResiduen minimiert. Das f�uhrt zu einer hohen Robustheit, aber leider auch zu einer schlechtenE�zienz, d. h. die Modelle �nden Unterschiede bedeutend schlechter als die klassischen Metho-den im Falle, dass die Daten tats�achlich normalverteilt sein.MM{Sch�atzer. Diese Probleme werden alle mit der MM{Sch�atzung gel�ost (auf Kosten derComputerzeit): wir haben den hohen Bruchpunkt eines S{Sch�atzers, weil wir von dort unsereStartwerte nehmen, und eine hohe E�zienz, da wir mit �ahnlichen Ein
ussfunktionen arbeitenwie beim M{Sch�atzer. 17



�Ubersicht. Was leisten nun diese Verfahren? Bei normalverteilten Daten gibt es (bis auf dieE�zienz) keine Unterschiede in der Sch�atzung (Abb. 6, oben links). Haben wir jedoch einenAusreisser (Abb. 6, oben rechts), so sehen wir, dass sowohl die M{ als auch die MM{Sch�atzunggute Resultate liefern, w�ahrend die Kleinste{Quadrate{Sch�atzung stark vom Ausreisser beein-
usst wird. Dies sehen wir auch bei einem Ausreisser mit grossem Hebelarm (Abb. 6, untenlinks): Hier liefert sogar nur die MM{Sch�atzung eine wirklich vern�unftige Gerade.Die Residuenanalyse kann (und soll) man wie bei der gew�ohnlichen Regression machen.2.2.3 LiteraturhinweiseEinf�uhrungen �nden sich in Hoaglin et al. (1983) und dem Einleitungskapitel in Hampel et al.(1986). Die Klassiker, die auch den ganzen mathematischen Hintergrund mitliefern, sind dierestlichen Kapitel in Hampel et al. (1986) und Huber (1981).2.2.4 �Ubungen�Ubung 2.1 Zeichne in folgende Skizze ein, wie Du erwartest, dass die Kleinste{Quadrate, dieM{ und die MM{Sch�atzungen zu liegen kommen:
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2.3 Nicht{parametrische RegressionDas Thema der nicht{parametrischen Regression soll hier nur kurz angedeutet werden, damitIhr ungef�ahr wisst, was darunter zu verstehen ist und wann eine Anwendung sinnvoll ist.2.3.1 Wann ist eine nicht{parametrische Regression sinnvoll?Wie bereits erw�ahnt, soll uns die nicht{parametrische Regression dazu verhelfen, die Form desZusammenhangs von 2 (oder mehreren Gr�ossen) zu sehen, ohne dass wir diese im voraus durchein parametrisches Modell einschr�anken. Bevor ich etwas zu den eigentlichen Regressionsver-fahren zeige, nehmen wir uns wieder einen einfacheren (eindimensionalen) Fall vor, um einigeKonzepte zu erarbeiten.Wir werden sehen, dass es sich dabei um einen Optimierungsprozess handelt: Wir m�ochtenm�oglichst glatte Kurven sch�atzen. Je glatter aber die Kurven sind, desto gr�osser werden lokaleAbweichungen von den Daten (ein sogenannter Bias oder systematischer Fehler). Dies be-deutet, dass wir eigentlich immer einen Kompromiss machen m�ussen zwischen m�oglichst hoherGlattheit und m�oglichst kleinem Bias. Wenn uns diese Methoden nur als Darstellungshilfe die-nen, dann k�onnen wir diese Optimierung ohne weiteres von Auge machen. Es gibt aber auchDaumenregeln und automatische Optimierungsverfahren.2.3.2 Gl�attungStellen wir uns wieder einen Datensatz vor: Wir z�ahlen, an wievielen Tagen wir Individueneiner migrierenden Art an einer Futterstelle auf dem Migrationsweg sehen. Uns interessiert,wieviele Individuen jeweils gleich lange Rast machen.Histogramm. Das wohl gel�au�gste Hilfsmittel zur Darstellung solcher H�au�gkeiten ist dasHistogramm. Aber bereits hier gehen zwei Vorgaben implizit in die Darstellung ein: der Punkt,an dem wir mit unseren Klassengrenzen beginnen und die Breite der Klassen (Abb. 7).Die H�ohe der S�aulen berechnet sich aus den Gewichten der Beobachtungen: jede Beobach-tung innerhalb der aktuellen Klasse hat Gewicht 1 und alle anderen Beobachtungen Gewicht 0.Diese Idee kann man nun verfeinern, indemman jedemDatenpunkt ein Gewicht gibt, das kleinerwird, je weiter man sich vom Datenpunkt entfernt. Dies f�uhrt zu sogenannten Kernsch�atzern:Kernsch�atzer. Die Idee ist es, auf jeden Datenpunkt einen Kern zu setzen (Abb. 8), diesezu summieren und dann die Summe der Kerne als Kurve zu zeichnen (Abb. 9).Wir wollen nun sehen, wie die Daten, die wir oben im Histogramm dargestellt haben ausse-hen, wenn wir sie mit verschiedenen Kernen und verschiedenen Bandbreiten (eine Eigenschaftder Kerne, die bestimmt,wie schnell die Gewichte neben den Beobachtungen abfallen) darstellen(Abb. 10).2.3.3 Nicht{parametrische RegressionsverfahrenDiese Ans�atze lassen sich auch auf zwei (und mehr) Dimensionen �ubertragen. Analog zur ein-fachen Regression sind folgende Ans�atze am Gebr�auchlichsten (alle basieren eigentlich darauf,dass in X{Richtung die Daten unterteilt werden, und dass man mit diesen Untergruppen etwastut):BIN{Gl�atter. Es werden in festen Fenstern Mittelwerte oder Mediane berechnet (stufenf�or-mig wie Histogramm). 19
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Running Mean. Es werden lokale Mittelwerte errechnet, dabei kann die Lokalit�at verschiedende�niert sein:� w�ahle alle Punkte, die in X{Richtung innerhalb einer bestimmten Distanz liegen,� w�ahle gleichviele Punkte links und rechts,� w�ahle die n�achsten k Punkte unabh�angig davon, ob sie links oder rechts liegen,� gewichte die Nachbarn (Spezialfall: running median of 3).Running Line. Es werden lokale Geraden angepasst.LOESS. (locally weighted regression) Das gleiche, aber gewichtet.Kerne. Ansatz wie bei Gl�attung.splines. Es werden Kurven, die nicht beliebig biegbar sind (von der mathematischen For-mulierung her) an die Daten angebogen (wie eine Schi�splanke auf den Rahmen f�ur denRumpf).Aus diesen Gr�ossen lassen sich im Prinzip auch Vertrauensintervalle und Gr�ossen ableiten,die sagen, wie gut das Modell zu den Daten passt.2.3.4 LiteraturhinweiseWeiterf�uhrende Literatur �ndet sich in Silverman (1986), Scott (1992) und Hastie and Tibshi-rani (1990).2.3.5 �Ubungen�Ubung 2.2 Keine
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stark geneigt sind und aus verschieden grossen Steinen bestehen (eine ziemlich unrealistischeAnnahme). Des weiteren seien unsere Beobachtungen an einem Ort durchgef�uhrt worden, wodie Orcas nur vorbeiziehen und wir darum immer wieder andere Gruppen beobachten k�onnen(eine noch unrealistischere Annahme, normalerweise m�usste man die Gruppenzugeh�origkeitber�ucksichtigen, vgl. gepaarte und ungepaarte Tests). Wir beobachten nun unsere Str�andeund notieren, ob eines der beiden uns interessierenden Verhalten auftritt. Falls dies passiert,notieren wir die Neigung des Strandes und die mittlere Gr�osse der Steine. Wir m�ochten nunwissen, ob sich die Str�ande, an denen die beiden Verhalten gezeigt werden, unterscheiden undwenn ja, worin. Das Jagen haben wir mit 1, das Reiben mit 0 codiert (Abb. 11).Bereits in dieser Graphik sehen wir, dass mehr gejagt wird bei steileren Str�anden und mehrgerieben bei gr�osseren Steinen.2.4.2 Sch�atzungen und TestsIn unserem Modell m�ochten wir als Zielvariable die Wahrscheinlichkeit daf�ur, dass wir eine 1beobachten, in Abh�angigkeit einer Funktion h der erkl�arenden Variablen setzen. Wir benutzenfolgenden Ansatz:P [Y = 1] = h(x(1); x(2); x(3); � � � ; x(m))= ~h(�+ �1x(1) + �2x(2) + � � �+ �mx(m)); wobei~h(�) = exp(�)1 + exp(�) ( �!1�! 1�!�1�! 0Umgekehrt l�asst sich schreiben:g(P [Y = 1]) = log P [Y = 1]1� P [Y = 1]! = �+ �1x(1) + �2x(2) + � � �+ �mx(m)Die Funktion g wird \logit"{Funktion genannt und die Verwandtschaft mit der bisherigenRegression l�asst sich an der rechten Seite der Gleichung leicht erkennen.Um unsere Parameter zu sch�atzen ben�utzen wir die Maximum{Log{Likelihood Methode;dazu bauen wir zuerst eine Funktion, die die Wahrscheinlichkeit unserer Daten beschreiben soll:l{l = log0@ Yyj=1P [Yj = 1] Yyj=0(1� P [Yj = 1])1A = Xyj=1 log(�j) + Xyj=0 log(1 � �j), �j = ~h(� � �)Diese Funktion wird nun maximiert und wir �nden diejenigen Parameter unter denen unserModell am besten zu den Daten passt. Nun m�ochten wir nat�urlich noch berechnen, ob dasModell signi�kant etwas zur Beschreibung der Daten beigetragen hat und ob die einzelnenParameter signi�kant verschieden von Null sind.Die Tests, die man hier anwenden kann sind sogenannte Likelihood{Ratio{Tests, d. h. manbildet Quotienten aus den Likelihoods oder Di�erenzen der Log{Likelihoods von einem kleinen(mit wenigen erkl�arenden Variablen) und einem grossen Modell (mit vielen erkl�arenden Vari-ablen), welches das kleine Modell umfasst. Man kann zeigen, dass die doppelte Di�erenz�2 verteilt ist mit der Anzahl Freiheitsgraden, die der Di�erenz der Freiheitsgrade der Mo-delle entspricht. Da man die doppelten Log{Likelihoods braucht, werden von den Statistik{Programmen meist Devianzen ausgedruckt, die genau solche doppelten Log{Likelihoods sind.25



Tabelle 4: Relevanter Computer{output von S{Plus zur logistischen Regression der Orca{Verhaltensdaten (slope: Neigung des Strandes, gravel: Durchmesser der Kiesel)volles Modell: mit InteraktionValue Std. Error t value(Intercept) -30.47725573 16.5371528 -1.8429567slope 1.20699345 0.5915404 2.0404243gravel 0.70430774 1.5859311 0.4440973slope:gravel -0.04742437 0.0521893 -0.9086989Null Deviance: 55.45177 on 39 degrees of freedomResidual Deviance: 20.87178 on 36 degrees of freedomvolles Modell: ohne InteraktionValue Std. Error t value(Intercept) -18.3956000 6.7485490 -2.725860slope 0.7977799 0.2800214 2.848996gravel -0.7688496 0.2906027 -2.645707Null Deviance: 55.45177 on 39 degrees of freedomResidual Deviance: 21.83712 on 37 degrees of freedomModell nur mit einer Variablen: Kieselgr�osseValue Std. Error t value(Intercept) 1.8196151 0.81830766 2.223632gravel -0.2194826 0.08961215 -2.449251Null Deviance: 55.45177 on 39 degrees of freedomResidual Deviance: 48.50085 on 38 degrees of freedomModell nur mit einer Variablen: NeigungValue Std. Error t value(Intercept) -9.8019397 3.291214 -2.978214slope 0.3200286 0.106097 3.016377Null Deviance: 55.45177 on 39 degrees of freedomResidual Deviance: 41.6674 on 38 degrees of freedom26
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Abbildung 12: Rohe Residuen der logistischen Regression (gestrichelt: ein loess{Gl�atter).Was tun wir nun konkret: In Tabelle 4 sehen wir die relevante Information einer logisti-schen Regression mit S{Plus. Wir sehen neben der Sch�atzung f�ur die Gr�osse der Parameter (inder ersten Spalte) eine Sch�atzung deren Varianz und einen zugeh�origen t{Wert. Des weiterensehen wir die Nulldevianz, die dem kleinstm�oglichen Modell entspricht, und die zum spezi-�schen Modell geh�orende (Residual{) Devianz. Das kleinstm�ogliche Modell ist jenes, f�ur daswir annehmen, dass alle unsere Variablen keinen Ein
uss haben, und es somit eine konstanteWahrscheinlichkeit f�ur die Beobachtung einer 1 gibt. Wir k�onnen nun zuerst testen, ob die Mo-delle �uberhaupt etwas erkl�aren, indem wir jeweils die Residuen{Devianz von der Null{Devianzabziehen und mit der entsprechenden �2fg Verteilung mit fg Freiheitsgraden vergleichen:volles Modell mit Interaktionen P [�2fg=39�36 � 55:45 � 20:87] < 0:0001volles Modell ohne Interaktionen P [�2fg=39�37 � 55:45 � 21:84] < 0:0001Modell mit nur einer Variablen: Kieselgr�osse P [�2fg=39�38 � 55:45 � 48:50] = 0:0084Modell mit nur einer Variablen: Neigung P [�2fg=39�38 � 55:45 � 41:67] = 0:0002Wir sehen an den Signi�kanzen, dass alle Modelle mehr bringen, als wenn wir eine konstanteWahrscheinlichkeit annehmen w�urden. Um zu sehen, welches Modell nun gen�ugt, m�ussen wirzwischen den Modellen vergleichen:ohne Interaktion versus mit Interaktion P [�2fg=37�36 � 21:84 � 20:87] = 0:326nur Kieselgr�osse versus mit beiden Variablen P [�2fg=38�37 � 48:50 � 21:84] < 0:0001nur Neigung versus mit beiden Variablen P [�2fg=38�37 � 41:67 � 21:84] < 0:0001Die Nicht{Signi�kanz des ersten Testes sagt uns, dass es nichts bringt, wenn wir noch dieInteraktion ins Modell nehmen. Die beiden andern Signi�kanzen zeigen jedoch, dass es beideder Variablen braucht. Diese Information kann man (asymptotisch) auch an den t{Wertenin Tabelle 4 sehen. Am Vorzeichen der Parameter erkennen wir, dass die Wahrscheinlichkeit,Jagen zu beobachten, mit zunehmender Neigung steigt und mit zunehmender Kieselgr�osse sinkt.Eine m�ogliche Interpretation w�are, dass die Orcas beim Jagen besser ins Wasser zur�uckgelangenk�onnen, wenn der Strand steiler ist, aber gr�ossere Steine zum Reiben bevorzugen.27



2.4.3 Einige weitere BemerkungenAuch in diesen Modellen sollten wir die Residuen anschauen, aber es ist nicht mehr so klar,was wir erwarten sollten, auch gibt es keine durch Diskussion ausgereiften und implemen-tierten Methoden. Ein wichtiger Plot ist noch immer der Tukey{Anscombe{Plot, bei dem wirdie Residuen versus den gesch�atzten Wert auftragen. Um zu sehen, ob der Erwartungswertungef�ahr null betr�agt, sollte man unbedingt einen Gl�atter einzeichnen, da Artefakte in diesenPlots entstehen: die Residuen liegen auf zwei Geraden, (Abb. 12). Es gibt auch noch andereVarianten f�ur die Residuen, aber vorl�au�g bleibt es bei ad{hoc Methoden in der Auswertungvon logistischen Regressionen.Oft werden Ans�atze wie Diskriminanzanalyse und logistische Regression dazu verwendet,Orte, an denen man Tiere gefunden hat mit zuf�allig ausgew�ahlten Orten zu vergleichen. Es gibtkaum bessere Ans�atze, aber man sollte sich immer bewusst sein, dass die logistische Regressiondarauf ausgelegt ist, Gruppen zu unterscheiden, die sich m�oglichst wenig �uberlappen, w�ahrendOrte, an denen Tiere gefunden werden, immer ein Teilbereich des Angebotes sind (sich dieFundorte also v�ollig mit gewissen Zufallsorten �uberdecken).2.4.4 LiteraturhinweiseWeitere Informationen �uber Generalisierte Lineare Modelle �nden sich in McCullagh and Nelder(1989) und speziell im Bezug auf S{plus in Venables and Ripley (1997).2.4.5 �Ubungen�Ubung 2.3 Wir beobachten M�annchen einer Vogelart und m�ochten heraus�nden, ob sich Orte,an denen der Vogel singt, von solchen unterscheiden, von denen aus er jagt. Wir glauben, dasssich die Orte allenfalls durch ihre Exponiertheit (expo) und die Distanz (dist) zu den Jagdpl�atzenunterscheiden. Die Daten sind in der folgenden Graphik dargestellt. Zeichne die Linie ein, woDu etwa erwartest, dass die Wahrscheinlichkeiten einen singenden oder jagenden Vogel zu sehengleich sind. Was hast Du nun f�ur Erwartungen an die logistische Regression?
Exponiertheit

D
is

ta
nz

 z
u 

Ja
gd

pl
at

z

0 2 4 6 8 10

10
20

30
40

Singen
Jagen

28



Hier folgt nun eine Au
istung des relevanten Computer{outputs. Welche Modelle und welcheVariablen sind signi�kant? Wie l�asst sich das Interpretieren? Wurden Deine Erwartungen vonoben erf�ullt?mit Interaktion Value Std. Error t value(Intercept) -7.09179695 9.3122856 -0.7615528expo -2.12331232 3.1251751 -0.6794219dist 0.50733209 0.5764607 0.8800809expo:dist 0.08855432 0.1687055 0.5249049Null Deviance: 41.4554 on 29 degrees of freedomResidual Deviance: 6.762643 on 26 degrees of freedomohne Interaktion Value Std. Error t value(Intercept) -12.3859016 8.6651672 -1.429390expo -0.5137501 0.4054912 -1.266982dist 0.8137422 0.4976112 1.635297Null Deviance: 41.4554 on 29 degrees of freedomResidual Deviance: 7.019384 on 27 degrees of freedomnur mit expo Value Std. Error t value(Intercept) -0.42159164 0.9302550 -0.4532001expo 0.04560032 0.1350489 0.3376578Null Deviance: 41.4554 on 29 degrees of freedomResidual Deviance: 41.34084 on 28 degrees of freedomnur mit dist Value Std. Error t value(Intercept) -14.0025294 8.0586952 -1.737568dist 0.7135532 0.4233168 1.685625Null Deviance: 41.4554 on 29 degrees of freedomResidual Deviance: 8.979398 on 28 degrees of freedomEinige kritische Werte der �2fg{Verteilung:fg p = 0:05 p = 0:01 p = 0:0011 3.84 6.63 10.832 5.99 9.21 13.823 7.82 11.35 16.2729



Was sagst Du zu den Residuen?
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2.5 Nicht{lineare RegressionAuch das Thema der nicht{linearen Regression soll hier nur kurz angedeutet werden. Wiedergeht es darum, dass Ihr ungef�ahr wisst, was darunter zu verstehen ist und wann eine Anwendungsinnvoll ist.2.5.1 Wann wird nicht{lineare Regression gebraucht?Bisher war die Zielgr�osse immer eine lineare Funktion der erkl�arenden Variablen der FormYi = � + �(1)X(1)i + �(2)X(2)i + �(3)(X(2)i )2 + �(4) sin(X(1)i ) + �i;d. h. es k�onnen zwar Funktionen der erkl�arenden Variablen, wie Potenzen oder der Sinus,in der Formel vorkommen, die generelle Form aber ist eine gewichtete Summe. In den meistenF�allen ist dies auch gen�ugend, insbesondere da, wo man einfach daran interessiert ist, ob einegewisse erkl�arende Variable einen Ein
uss auf eine Zielvariable hat oder nicht, ohne dass manim Detail daran interessiert ist, welche Form dieser Ein
uss hat.Es kann nun aber vorkommen, dass man aus der Theorie vermutet, dass die Daten einerbestimmten Formel folgen, die man nicht als Linearkombination darstellen kann. Da hilft dienicht{lineare Regression, bei der Variablen auf beliebige Weise miteinander verkn�upft werdenk�onnen. Einfache Beispiele w�aren das exponentielle (unlimitierte) oder das logistische (limi-tierte) Wachstum einer Population:dNdt = gN � sN ! N(t) = N0e(g�s)t exponentielles Wachstum unddNdt = rN(1 � NK )! N(t) = N0KertK +N0(ert � 1) t!1�! K logistisches Wachstum,wobei N die Populationsgr�osse, N0 die Populationsgr�osse zur Zeit t = 0, g die Geburtsrate,s die Sterberate, K die Umweltkapazit�at und r die Rate, mit der sich die Population K n�ahert,bezeichnen. Wir k�onnen uns also einen Datensatz vorstellen, in demwir Daten �uber die Popula-tionsgr�osse einer Art N(t) zu verschiedenen Zeitpunkten t haben. Wir fragen uns nun, welchesModell zu dieser Wachstumskurve passt und wollen die restlichen Gr�ossen sch�atzen (N0, g, s,r, K).Weil die Variablen in der nicht{linearen Regression beliebig miteinander verkn�upft werdenk�onnen, gibt es unendlich viele M�oglichkeiten solcher Modelle, die an Daten angepasst werdenk�onnten. Daher ist es f�ur diese Art von Modellen unumg�anglich, dass die Fomulierung desModelles aus der Theorie abgeleitet wird.�Uberlegung 2.6 Aus welcher Theorie wurden wohl die Modelle des exponentiellen und deslogistischen Wachstums abgeleitet?2.5.2 Sch�atzung der Parameter (Algorithmus),�Uberpr�ufung der VoraussetzungenIn den einfachsten F�allen, wie z. B. beim exponentiellen Wachstum, l�asst sich ein nicht{linearesSystem durch Logarithmieren linearisieren: 31



N(t) = N0e(b�d)t log�! ln(N(t)) = ln(N0) + (b� d)t# sind von der Form #Yi = �1e�2ti + �i ~Yi = �1 + �2ti + ~�iR�ucktransformierung #Yi = ~�1e�2tie~�i = ~�1e�2ti�iWir k�onnen sehen, dass die Fehler beim urspr�unglichen Modell (in der linken Spalte) additivsind und es wird angenommen, dass sie normalverteilt sind. Dies ist auch der Fall im logarith-mierten System (zweite Zeile in der rechten Spalte). Wenn wir aber eine R�ucktransformationmachen, um wieder die urspr�unglichen Daten, statt deren Logarithmus zu erhalten, sehen wir,dass der Fehler multiplikativ und � = e~� sogenannt log{normalverteilt ist, wenn � normalverteiltist. Je nach System kann also nur das eine oder andere richtig sein. Was richtig ist, und ob einModell passt, kann man wie anhin durch das Analysieren der Residuen heraus�nden.Falls wir das System linearisieren k�onnen, verwendet man zur Sch�atzung der Parameter diebisher bekannten Methoden der Regression. Ist eine Linearisierung nicht m�oglich, kommen diespeziellen Methoden der nicht{linearen Regression zum Tragen. Dabei werden die Parameterin einem iterativen Kleinste{Quadrate{Verfahren gesch�atzt.Da es sich um ein iteratives Verfahren handelt, brauchen wir Startwerte f�ur die Parame-ter. Diese m�ussen entweder bekannt sein oder aus den Daten (graphisch) gesch�atzt werden.Zus�atzlich k�onnen gewisse Parameter meist nur Werte in gewissen Bereichen annehmen (Ein-schr�ankungen). Da es sich um ein numerisches Verfahren handelt, ist es auch m�oglich, dass dieIterationen nicht auf bestimmte Parameterwerte konvergieren. In diesem Fall kann man ver-suchen die Gleichung so umzuformen, dass andere Parameter entstehen (Reparametrisierung).Das Verfahren n�ahert \die p{dimensionale (Anzahl Parameter) Hyper
�ache lokal durch eineHyperebene an", d. h. durch die Gleichung wird eine gekr�ummte Fl�ache dargestellt, die lokaldurch eine Ebene angen�ahert wird. Wie gut diese Ann�aherung ist, l�asst sich wieder graphisch�uberpr�ufen, mit sogenannten t{Plots und Pro�lspuren. Die Qualit�at dieser Approximation istbesonders wichtig f�ur die Kon�denzintervalle der Parameter, d. h. die Tests, ob die Parameternull sein k�onnten.2.5.3 LiteraturhinweiseEine Zusammenstellung von Anwendungen, Beispielen und Theorie �ndet sich in Bates andWatts (1988).2.5.4 �Ubungen�Ubung 2.4 Findest Du noch andere Beispiele aus dem Bereich der Biologie, wo Du nicht{lineare Systeme erwarten w�urdest? 32
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